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Zur Theorie der algebraischen Differentialgleichungen 
ers~er Ordnung ers~en Grades. 
Von 
A. Voss in Dresden. 
Dutch die Gleichung: 
0 
in welcher die ~ homogene Fu~lctionen t~" Ordnung der Yariabelen 
xl, x2~ x a sind~ zwischen denen die Identit~t: 
(2) x,t; --- o 
besteht~ wird jedem Punkte der Ebene eine durch ihn gehende Gerade 
(1), die Tangente des Systems, zugeordnet; x heisse ihr Beriihrungs~unkt. 
Durch Differentiation der Identitilt (2) und mit Hiilfe des Eul  er'schea 
Theorems erhiilt man die weiteren ][dentitis 
(~) f~ + ~ x,/,~ --~ o, 
in welchen die Differentialquotienten dutch Indices bezeichne~ sind~ so 
c lass /~~,  /~k~ ~ ,  etc. ist.*) Man ha~ also auch far 
beliebige y : 
=o,  
*} Jedes Summenzeichen bezieht sich immer auf ~lle diejenigen Indices, 
we]che doppelt unter demselben vorkommen. 
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~kus (3) folgt: 
(n + 1) fi ~ x~ (f,~ - -  f2,) + x3 ( f~ - f3,), 
(4) (n -{- 1) f: ---~ x~ (t~, -- f~) ~- xa(f2s - -  fae), 
(n + 1) f~ = x,( f3,  - -  f,3) + x.~(/32 - -  f2~) 
mithia: 
f , ( f32 -  {'~3) + f2 ( f ,3 -  f~,) + f3(f~, - -  f,2) = O. 
Das ist die Bedingung der Integrabili~ der Differenlialgleichung 
h ~x~ = 0. (5) 
Da dieselbe iden~isch erfiillt ist, so wird: 
M~ = -~  
und F i s t  eine homogene Function 0 te~ Ordmmg, /~ ---~ consL die Glei- 
chuag des der Gleiehung (1) zugehSrigen Curvensystems. Eia solches, 
im allgemeinen transcendentes System, das Integral der Differential- 
gleichung (5), hat Eigensehaften, welche auf's engste mi~ bekannten 
Eigenschaften der algebraischen Curven zusammenhilngen. Dieselben 
sind yon einem anderen Gesichtspunkte aus bereits in allgemeinerer 
Form voa Clebsch and insbesondere in Bezug anf den hier vorliegen- 
den Fall yon Herrn L indemann untersucht worden.*) Denn uus 
den IdentRiiten (4) ersieht man direct, dass sich die [~ in tier Form 
(6) f, = x~F~ - -  xsF2, 
darsblle,L lassen, wobei nun die Fi beliebige homogeae Funetionml 
n - -  lten Grades sein werden.**) Und dutch Einffihrung yon Linien- 
coordinaten u~ erhi~It maa dana die Gleiehung eines Connexes In-- 1,1]***) 
~ u~ Iv~ = O. 
So wie sigh nun die geometdschen Verhi~l~nisse des durch eine Dis 
ferentialgleichung (5) definirbn Systemes ale Consequenz tier Connex- 
theorie ansehen lassen, so kann m~n andererseits dieselben auela ale 
eine ErweRerung der bekannten Gesiehtspunkte der algebraisehen 
Curventheorie betraehten. Es schien mir niitzlieh, ~ueh diesen Weg 
einzuschl~gen, uuf dem die wiehtigsten Covarianten der Curventheorie 
*) C lebsch-L indemaan,  Vorlesungen fiber Geome~rie, p. 1001 u. ft. 
**) Vgl. den Beweis des Herrn Darboux  hierffir, Bull. des Sc. Math. 
1878, p. 67. 
***) Hen- L indemann untersucht den dua~is~iseh n~epreohenden Fall 
[1, ~-  i].  
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eine anschauliche Bedeutung in der Lehre yon solchen linearen Differen- 
tialgleichungen gewinnen. Resultate, die sich aus den Unt~ersuchungen des 
Herrn L indemann unmittelbar ergeben~ babe ich nut kurz bertihrt, 
manche Analogien auch nur kurz angedeutet; Anwendungen'der igent- 
lichen Charakteristikentheorie, wie sie yon Iterrn Fouret  bereits in 
ausgiebiger Weise behandelt sind~*) ganz ausgeschlossen; im w 4 end- 
lich babe ich einige Si~tze fiber algebraische Integrale linearer Differen- 
tialgleichungen hinzugeffigt, welche, abgesehen yon der Untersuchung 
fiber die t tesse 'sehe  Curve derselben in w 2~ fiir die Discussion der- 
selben nfitzlich erscheinen and zu denen ich durch die instructive 
Arbeit des Herrn D arb  ou x**) fiber algebraische Differentialgleichungen 
dieser Art veranlass~ bin. 
1. 
Polarenth0orie. 
Setz~ man in dem Ausdrucke: 
an Stelle yon x x ~-)~y, so ergeben sich durch Entwicklung nach 
Potenzen yon X die Formen: 
Es erscheint angemessen, dieselben auch hier Ms Polaren yon y zu 
bezeichnen. Ffir k ~ 0 hat man die n t~ Polare yon y, die gegebene 
Form selbst; die n - -  I t~ Polare yon y is~: 
.~y~ f~ ~0~ Yk 
allgemein die n -- k t~ Polare yon y 
O. 
Alsdann gilt der allgemeine Satz: 
Geht die m ~ t)olare yon y dutch eine~ Punkt x, so geht umgekehrt 
die n -- m -~- 1 ~e _Polare yon x durch den Punkt y.*~*) 
Denn die m t~ Polare yon y ist: 
~U.[a. ~m-1 ~ ~j  (a i~)  '~-~ ~--- 0 ;  u~ ~y~x~--y~x~ 
und die n - -  m -~- 1 te Polare yon x: 
~ vi(ai~)~-~'(ai~) "-1 ~ 0; v~ ~--x~za:--x~2, 
*) Fouret.  Sur les systb, mes g6ndraux descourb es planes. Ball. de la socid~6 
math. II, p. 72, 96. 
**) Darboax. Mgmoire sur les dquations diffdrentieUes du prdmier ordre 
e~ du prdmier degr6, Ball. des So. ma~. i878. 
***) Weltere Reciproci~i~tssi~tze allgemeiner A t flnden bier indess nicht start, 
11" 
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und die beiden linken Sei~en dieser Gteiehungen stimmen bis auf alas 
Vorzeiehen fiberein, wenn in der zweiten stat~ ~ y gese~zt wird. 
Die n t~ Polare yon y hag im Punkte y einen Doppelpunkt, wen~ 
die drei Gleiehungen; 
2y~[~k ----- 0 
bestehem Der Oft der Doppel/punkte d r n ~r Polaren ist die Jaco b i' sche 
Curve 3 (n -  I) t~ Ordnung des Systems: 
wiihrend die Punkte y selbst eine Curve 271 3 (n-- 1) '~ t~,. Ordnnng bildeJa. 
Die conische Polare yon x: 
(6) ~ 'y~ ~ = 0 
hat dagegen einen Doppelpunkt, wen• die Hesse'sche Determinante 
2[,, 5~ + & /;~ + & 
verschwindeg. Der Oft dieser Dol0pelpunkte ist eine Curve Z' a yon der 
3(n- - I )  ~ Ordnnng. husserdem hat man noch die yon den Punkten 
y, fiir welehe: 
~ y~fk~ = 0 
gebildete Curve 22~, deren Ordnung ebenfalls 3 (n~l )  ~ ist. 
ttesse'sche und Jacobi'sche Curve des Systems i~wl identisch. 
Der Beweis dieses Satzes beruht auf tier Iden~i~iit: 
al a 2 0 a a 2 
vermSge der man unmittelbar die iden~isehe Gleichung: 
2 (n - - l ) "A  ~ -- nix' 
gewmnt. Die drei genanateli Curven siad daher eindeugig den Punkten 
der Hesse'schen Curve zugeordnet~ haben also auch siimmtlich mit 
dieser dasselbe Geschlechk 
Die -gerade Polare vott x, 27yi/~ ~ 0 is~ die diesem Punkte zu- 
gehSrige Tangente. Weiter hat man: . 
]Die Beriihrungs_punkte d r dutch einen Punkt y gehenden Geraden 
des Systems liegen auf der n ~ J)olare yon y, also auf einer Curve n r 
"Ordnung, welche, wie man unmittelbar sieht, yon der dem _Punkte y 
zugeh6rigen Tangente in diesem sdbst beri&rt wird. 
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Da jede Gerade durch den Punkt y in n -  1 weiteren Punkten 
yon der n t~" Polare disuses Punktes getroffen wird, folgt: 
Jede Gerade ist in n -- 1 ihrer Punkte Tangente des Systems, und 
ferner: Die Tangenten, welehe sich yore Pole y an die n re'' Polare 
desselben ziehen lassen~ sind stationiire oder Wendetangenten des 
Systems. 
Da die Zahl solcher Tangenten (n - -1)  - -2  ist, so hat man: 
Die von den Wendetangenten des Systems umhiillte Curve S ist von 
tier (n -~- 1) (n -- 2) Classe. Und auch diese Curve ist eindeutig auf 
die Hesse 'sche Curve bezogen, da ja t~berhaupt allen Punkten der- 
selben station[ire Tangenten zugehSren. 
Ffir eineu Punkt tier Hesse'sehen Curve zerflLllt aber aueh die 
conische Polare in zwei gerade Lfilien, die zugehSrige Wendctangente 
und eine andere Gerade, die Wendegerade; beide schneiden sich in 
eilmm Punkte der Curve 2~ 2. Denn aus den Gleiehungen: 
welehe fiir A '=  0 bestehen mfissen, folgt durch Multiplication mit 
den x~ und Addition: 
(~ - 1) h = ~,  t~ + ~ g~, 
o = a~g~. 
mithin ist a~ = 0 und a~ z fk. 
.Die t tcsse '  sehe Curve ist also gleiehzeitig der Oft der Dojrpelpunkte 
der n ~ Polaren, sowie der Oft der Punkte, deren conischc Pol~rcn 
einen Doppelpunkt haben, endlich der Oft der Punkte mit stationiiren 
Tangenten. 
Auf jeder Wendetangente d s Systems liegen nunmehr vier ung~- 
zeichnete Punkte, nSmlich x und die entsprechenden Punkte der Curven 
~1~ ZT~, 2~ 3. Fiir diese vier Punkte gilt der S~tz: 
.Die vier ausgezeiehneten .Punkte auf jeder Wendetangente haben 
das constante Dol~pelverMiltniss n 
Denn man bezeichne den Punkt yon 2~ 1 durch y, den yon ~'~ 
dureh z, den yon X:) dur(.,h ~, so ist 
r  
~ y~f~ ~ O. 
Damit aber wird: 
~_~ ~f~, 
=0,  
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und hieraus folgt: 
t n 
~--  1 
Ich erwiihne noch das Analogon eines in der Curventheorie wichtigen 
Satzes. Unter dem Tangential~unl~t der cubischen Polare yon x: 
0 
hat man den Punkt zu verstehen, in we|them dieselbe yon derdem 
PunkW x zugehSrigen Tangente getroffen wire Unter der _Polare eines 
.Punktes in Bezug auf die Hesse'sche CA~'ve verstehe man die Gerade 
Zy~ OA" 
-~7,  ---- 0 
falls in jedem Oliede yon -~ an Sblle des Differentialquotienten 
der dreigliedrige Ausdruck: 
gesetzt wird. Alsdann gilt der Satz, dessen Beweis bier jedoch nieht 
ausgefilhrt werden sell: 
Die Polare der Hesse'schen Curve in Bezug a~f jeden Punkt x 
der :Ebene geht dutch den zu x gehgr.igen Ta.ngential2un~t tier cubischen 
iPolare dieses :Pusktes. 
Dio singuliiren Punkte des Systems und die 8ingularititen der 
Hes se'schen Curve. 
Als singul~re Pun]~te des Systems ind alle diejenigen zu hezeichnen, 
flit welche gleichzeitig die fl verschwinden. J)ie Zah~ dieser singul~iren 
~Punkte ist: 
n ~ - -n+ 1. 
Jede dutch einen singul~ren Punkt gehende Gerade ist als uneigent- 
liche Tangente des Systems anzusehen~ wihrend zwei yon demsetben 
auslaufeaele Geraden im allgemeiaen eigentliche (station~re)Tamgenten 
des Systems werden; sic soIlen als singuliire ~ichtungen des betreffen- 
den Punktes bezeiehnet werden; das Product ihrer Gleichungen ist 
dutch: 
Z y~y~f~ = 0 
gegeben. Diese Polare kan~ ganz unbestimmt werden, ohne dass sigh 
die Ordnung des singuliren Punktes erhSh~, f~lls nimlich die s~mmt- 
lichen Coefficienten: 
hA +f~, 
Algebraische Differenfialgleici~ungen (i, 1). 163 
verschwinden. Alsdann finden drei singuI~re Richtungen stat~, bestAmmt 
dutch das Verschwinden der cubischen Pol~re 
Z Y~Y~Y~1%~ -= 0 
und ebenso wird auf die biquadra~ische Polare yon x zu recurriren 
sein, wenn die slimmflighen 
verschwinden. 
Bestehen andererseits far einen singul~ren Punkt die Relalionen: 
so haben die drei Curven/~ = 0 in demselben die gemeins~me Tangerine 
Ein solcher Punk~ ha~ die Bedeutung yon gwei unendZich benachbarten 
singulii~'en _Pu@ten (mit bestimmter Tangente)i yon demselben gehe~ 
nut zwei singul~ire Richtungen aus, die aueh zusammenfallen kSnnen. 
Wenn endlich alle [~ verschwinden, so entsteh~ tier doppdte sing~tldire 
~u~kt, welcher in der Zahl n 2 -- n q- 1 vierfach zu rechnen isr yon 
demselben werden wieder drei singul~re Rich~ungen ausgehe~. 
Die ~o,. Polare jedes Punktes y geh~ durch alle einfachen singu- 
listen Punkte hindurch, ohne indess selbs~ dann, wenn die beiden 
singul~ren Rich~ungen zusammenfallen, dieselben zu ber~ihren. (Vgl. 
den Rtickkehrpunk~ in der Curven~heorie). Die nt~, Polaren aller 
Punkte einer Geraden bilden ein Biischel~ dessert n~ Grundpunk~e die 
singuliiren und die n -  1 der Geraden zugeordneten Punkte sind. 
Um das Verhalten tier I-I e s s e' schen Curve in eiuem singuliiren 
Punk~e zu untersuchen, bringe man dieselbe auf die Form: 
2f. 
fl~ + f~ 
A % d x 
(a) (~ IV  ~-  f~a + f3~ 
Ci 
f, 
oder auf die folgende: 
(b) 
n(n-- 1) 
f~ + f~ 2f33 t~ c~3 
c 2 c~ 0 0 
f~ f~ o o 
c 1 c~ c 3 0 0 
f , f~f~oo 
Ersetzt man ba dieser Functionaldeterminan~e die vierte Verticalreihe 
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durch beliebige Gr'6ssen ai, ebenso die fiinfte Horizontulreihe durch 
Gr~Sssen b~, so soll die en~stehende Form dutch 
und die hieraus durch Weglassung der beiden letzten [~eigen "ent- 
stehende durch :
bezeichne~ werden. Man gewinnt dann sofor~ den Satz: 
In einem ein['achen singul~ren Pu~dcte hat die Hesse'sche C~rve 
einen .l)oplvel~unkt, dessen Tangenten mit den singuldren Richtungen 
zusammenfallen. Denn die Gleichung der zweiten Polare yon A liefert 
bei Benutzung yon (b): 
cad~ Ox~Ox~ ~ yiY~f~. c 
Die Hesse'sche Curve wird einen dreifaehen Dunkt erhal~en, wenn 
der singul~re Punkt als Vereinigung yon zwei unendlich nahen anzu- 
seheu ist, und umgekehrl verschwindet nut dana der Determinunten- 
factor identisch. Dass die Singularitgt auch keine hShere wird~ erkennt 
man dutch Bildung tier drilten Polare: 
~3 & Y,n Y~ Y~ 
N O%,Ox~Oxt 
Werdea n~mlieh die Formen: 
dutch (I)~, ~ bezeichnet und setzt man, den Bedingungen fik---~ flick 
entsprechend, 
so ergiebt sich durch directe Bitdung der dri~ten Differentialquotienten 
fiir die soeben bezeichnete Polare der Ausdruck: 
3a~'{ r ~l + fie d } +6~} ~ ~ ~----0, 
wobei in dem dri~ten durch zwei ver~icale Strlche eingeklammerten 
Symbole un Stelie der fi~ die ~p~ einzutragen sind. 
Setzt man noch ffir die [~ ihre Wcrthe fl~ a~ ein, so verschwindet 
das zwei~e Symbol, wiihrend das erste den Wer~h: 
(c 
erhiilt. Hieraus ergieb~ sich: 
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_Die Hessc'sche Curve hat an einer Stelle, in welcher zwei singu- 
liire Punkte unendlieh benachbart sind, einen dreifaehen l)unkt yon 
welehem ein Zweig die Riehtung, nach welcher sieh die beiden singulgiren 
Punkte vereinigt haben, zur Tdngente hat. In dem besonderen Falle, 
wo die # dem a proportional sind, also die beiden singuliiren Rich.tungen 
zusammenfaUen, werden aueh zwei Z~weige der Hesse'schen Curve 
diese t~iehtung zur Tangente haben, wghvend die Tangen~e des dritten 
dutch 
9egeben ist. *) 
Wenn die beiden singuliiren giehtm~gen eiues einfaehen singulr~ren 
Punktes unbestimm~ werden, so erhglt man fiir die cubisehe Polare 
der t Iesse'schen Curve: 
~a A'yiYk Yt UI2 ~t3 
~xiOx k Ox~ 
U31 U32 ~33 
wenn zur Abkiirzung 
gesetzt wird. 
VermSge der Gleichungen: 
*) Die obige Untersuchung zeigt zugleich, dass aach das Vcrhalten der 
Hesse'schen Determinante einer terniiren Form f= 0 im Doppel- nnd gfickkehr- 
punkte derselben leich~ gaaz allgemein ermittelt werdett k~mn (vgl. Clebsch- 
L indemann Vorlesungen p. 356 ft.) Denn aus der Identifier: 
e~d~A~(n--1)' : ; --[-n(n--1)fl~ 
erhiil~ man dutch Differentiation ffir den gewShnlichen Doppelpunkt: 
c~d,~ ~'Ayky' d t~ Ox~ ~x k = (n - -  1) (n - -  2) Y~ Yk f~k C 
wodureh das Verhalten der Hesse'schen Curve im Doppelpunkt ch~rukterisir~ 
isk Ffir den F~ll des gfickkehrpunktes fi~ = aiek verschwindet der Determinan- 
tenfactor, bei der Biidang der dritten Polare erh~,lt man ~,ber: 
womit das bekannte Verhalten der Curve im gfickkehrl~unkte ebenfulls erwiesen ist. 
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aber zeigt man leich~, indem man die obige De{erminanfie mi{ dem 
Quadrate yon 
xi  X 2 X 3 
Yl Y= Y3 
kl k2 k~ 
multiplicirt, dass jene Polare sich auf die cubische Polare 
Z y~ yk y~k~ 
reducirt. Man hat also: 
In einem sing~d?iren _Punkte, dessen conische Potare unbestimmt ist, 
hat die Hesse'sche Curve diesen dreifachc~ _Punkt, dessen Zweige die 
singul?iren l~'chtungen zu Tangente~ haben. 
Wen~ endlich alle Differentiaiquo~ienten d r f- versehwinden~ so
zeigt eine iihnliche Behandlung, class die Hesse'sche Curve ci~en 
fiinffachen _Punkt hat, in welchem dr~i Zweige zu Tangenten die drei 
singul;iren ~ichtungen haben; man erh~ilt n[imlich: 
~I l '/312 7313 O~l 
O'~Ayky~ymyny* Z " tv2' v'2"2 v2~ d2 
czdx OXs~X~OX~XmOX" ----:- 3/)~ Ylyk Ytli~,~ V*I : V:~2 V3:~ d3 
I cj c,, c~ 0 
wenn zur Abktirzung 
gesetzt wird. 
Dieselbea Resultate kann man aueh durch das bekannte Verfahren 
gewinnen, vermSge dessert man die Hesse'sche Curve in einem singu- 
l~iren Punkte zu unter~uchen pflegr der mit dem Coordinatenanfang 
zusammenf~llt. Hierbei werden wege~ der Identitilt (i) freilich specielle 
Formen der Functionen f~ vorausgesetzt. Abet es l~isst sich folgender 
Satz aufs~ellen: 
Wenn bet eiuer linearen Substitution mit der Determinante 6
die Form : 
mit der Functionaldeterminante A dutch Multiplication mit ~ in die 
en~sprechende Form 
Z y~ qo~ 
mit der Functionaldeterminante D fibergeht, so geh~ auch /)  durch 
Multiplication mit ~ in A fiber. 
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Man kann den selben als eine unmittelbare Consequenz der Invarianten- 
f~heorie betrach~en; einen directen Beweis derselben erh~lt man durch 
Multiplication von 1) mi~ ~,  wobei ~A ents~eht. Hiernaeh aber ist 
der Fall, dass ein singuliirer Pankt gerude mit einem der Elemente 
des Coordinu~endreiecks zusammenf~llt, fiir das Verhalten der beiden 
Formen Zg~[~ und A ganz gleichgiil~ig. 
Man bringe nun A in die Form: 
x:~A -=-t~'f,~ + f?f,,  - / , t~(/ i , ,  +/',,) 
und seize: 
"~ . rn - -k - - l - t  ~n 
t'2 = - -  xj g + 
we 
i~k--1 
S = ~v~x~ -~-I 
i=O 
und die v~, r ~P~+~+i~ b n'~re Formen yon x~, x: des durch den 
Index angezeig~en Grades bedeuten. Die dem Punk~e x~ ~ 0~ x~ ~ 0 
zugeh5rigen singul~ren Rich~ungen erhiilt man, wenn man fiir y~ ----- 0 
and x~ ~ ;ty~, y~ ~ J.y,~ in der Form Zy~/} den Coeffieienflen der 
erstea auf~retenden Po~enz ~on ;~ aufsuch%. Dieselben sind daher durch: 
//~+~ - x~ ~§ -J- x~+~ 
gegeben; man h~ also einen Punk~, yon welchem /c-[-2 singuliire 
Richtungen ausl~ufen. 
Setzt man zur Abkfirzung 
H~+~+~ ~ x~ (pi%~+i ~ x~ #'~-t+i~ 
so erh~lt man fiir x~A den s 
S 
- V~+~ +~,~) S} 
+ ~ s (~+ t '+  l) {~+,+~ ~,~+,,+~ - ~+,  +, ~+,+, }] 
"~ 3n--3k--t--t'--t"--3 ~J 
falls zur A bkiirzung 
x~ -~- (pk+m, ~, 
(p~+r'+i, 1
- -  M -~ g'~-r  z 
~Pk+:'+i 
gesetzt wird. Setzt man jetz~: 
~Pk+m 
~bk+t"+l,~ ~Pk+~+l 
~Pk+,'+i 0 I 
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S, = ~ v~x "-~-!, S2 = ~ vi,ax ~-i-1 
so wird : 
(k+t+ 1) 8 -- (x~8.2+ x, ~j) ~2 (l~q- t+ ~ --i) v,x',-,--~ 
und man erhglt ftir xa2& 
oc~ (~-')-k-'-~-~ (1~+ t+ t -- i) v~ v, tt~+,+.a 
+ d" - ' -  "- '  {v.  -- v,, + 
- -  r ~) } 
+ ~7 x~('-')-~*-'-"-" M. 
Aus diescr Entwicklung erhglt man die Glieder mi{ den hSchsten  
Potenzm, yon xa, falls alle t~ t', g', i , j ,  gleich Null genommen werden .  
Verschwindet nunv 0 nicht, so beginnt die Entwicklung yon xaaA mi t  : 
g~ (r (]~ + l) V0 2 Xk+2.  
Das heisst, die :Hesse'sehe C~,rve hat einen k -4- 2-fache.~ P, unkt, dessert 
Tangenten mit den singuliiren lgiehtungcn desselben coincidiren. 
Verschwinden aber alle vi yon v o his vr, wo r </c  - -  1, so w i rd  
die Entwieklung beginnen mit 
~s[~-l)- k-2(r+l) (k--r) ~ Vr+l a X~+~. 
In diesem Falle hat also die Hesse'sche Curve einen k + 2 (r + 2) -  
fachen ~Punkt, yon welchem k + 2 Tangenten awyehen, welche dutch  
die singul~ircn Riehtungen dargesteltt werden, wt&rend ausserdem noct~ 
r + i  doppelt zu reehnende 1'angenten vorhanden sind, die dutch  
v,.+~ == 0 bestimmt sin& 
Und ist endlieh k=r+ 1~ so wird die Eatwiekelung beginnen mi t :  
s -~k+ 
@ ~--~-1-1 { ~ lr + l , l m k..~ l,2 ___ ~ k.~ l ,2 ~2 k+ l ,1} ] 
Die Hesse'sche Curve hat dann einen 3~ + 2-fachen 1)unkG yon  
welchem wieder lc + 2 Zweige zu Tangenten die singul~iren Richtungen 
habert, wghrend die Tangenten der iibrigen dutch den Factor yon Xk_r 
gegeben sin& 
3. 
Die Stoiner.Oayloy' scM Curvo dos Systems an4 die Ourven 2Z. 
Die Curve X~ der Oft der Punkte, deren n t~, Pola~en e inen  
Doppelpunkt haben, mag die S te iner ' sche  Curve, die yon  
den Wendetangenten umhiillte Curve die Cay ley 'sebe Curve des  
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Systems heissen. I)ie Steiner'sche Curve ist mit der Cayley'schen 
identisch, l)enn ~us: 
.~  yif~ ~ 0 
folgt: 
2 dyifi~ +~ y~ f~ d& ~ 0 
und dureh Multiplication mit x~ und Addition: 
~_~ dy~fi ~ O, 
womit gezeig~ ist, dass die Tangente der Steiner 'schea Curve eben 
die zugehSrige Wendetangente yon x ist. Da nun das Geschlecht der 
Curve mit dem der t tesse'schen fibereinstimmt, letztere aber ausser 
den n ~ - -n  d -1  in die singul~iren Punkte falleaden Knotenpunkten 
im altgemeinen keine weiteren Singularit~ten hubert kann, mithin das 
1 (7n~18)  (n-- 1) besitzt, so erhKlt man flit die charakte- Geschlecht ~
ristischen Zahlen der Stein er'sehen Curve: 
Classe ~-- (n+ l) (n ~2) ,  
Ordnung ~--- 3(n--  1) 2, 
1 Gesehleeht ~--- T (7 n - -  18) (n ~ 1), 
Spitzen ~ 12(n--1) (n--2),  
Wendepunkte ~ 3 (n-- 3) (2n~l ) ,  
a (n 1)(n--2)(3n~--3nd-tl) ,  Doppelpunkte = n ~ - -  n -4- 1 + 
(n -  a) (n - 4) + 5 .  - -  Doppeltangenten ~-- -~ 
welehe yon Herrn Li n d e m a n n*) bereits angegeben sind. 
Bei speeieller Form der Functionen /~', kann die H e s s e' sehe 
Curve aueh in nieht singulgren Punkten Knoten haben. Naeh den 
obigen Untersuchungen is~ es leicht, die Modifieationen anzugeben~ 
welche in den angegebenen Zahlwer~hen entstehen, fulls die -Natur 
der singulgren Punkte eine weitere Erniedrigung des Geschleehtes der 
Hesse'sehen Curve herbeifiihrt. Dabei kann die Classe der Cayley'-  
schen Curve keine Erniedrigung erfahren, so lunge nicht die n t~ Polace 
eines jeden Punktes in den singulgren Puukten vielfache Punkte erhalt, 
also ein solcher mindestens ein doppelter singulgrer Punkt wird. Unter 
Umstgnden kann abet selbst fiir den Fall, dass nur einfaehe singulgre 
Punkte vorhanden sind, die Ordnung dieser letzteren Curve sich 
erniedrigen. Unter ihrer Ordnung hnt~ man ngmlich die Zahl der 
Punkte zu verstehen, fiir welche das System der in der Matrix 
*) ~. a. O. p. 1005. 
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f31 f32 f33 (~3 
enthaltenen Determinanten A~A.~ A s A~ verschwindet, falls die a~ Co- 
ordinaten einer beliebigen Geraden' sind. Nun schneiden sieh A, ~0 
und A,,~-0 in 4 (n~l )  ~ Punkten; yon diesen is~ die Zahl (n--1) ~ tier 
Punkte zu enffernen, fiir die die Matrix 
verschwindeL Damit ergieb~ sich als 0rdnung 3(n--1)~; wenn abet 
zwei singuliire Punkte sich unendlich nahe geriickt sind, also f~ ~-fl~a~ 
wird, verschwinden alle De*erminanten 
meinen keine der yon m2 verschwindet. 
---Q, i=  1,2~3, 
so wird : 
Und da 
so wird 
- -  y~ 
yon mr, w~hrend im allge- 
Setzt man noch: 
% u.,2 u23 a2 ~2 
us~ u:~ u3a a a fla 
c~ c~ c a 0 0 
a I a~ % 0 0 
~y~ ~) % . . . .  I ~21 q~22 U23 6~2 9 
U~l ~32 ~32 aa 
~1 a2 e~3 0 
Darer ist bewiesen, dass sich in eiaem solchen singal~ren Punk~e die 
Curven A~ ~ 0 siimmflich beriihren. Somi~ hat man: 
Biicken sich zwei singul~ire -Punkte unendlich nahe, so wird die 
Steiner'sche Ca/rye aus der doppelt z~ihlenden singul~iren Tangente 
der Verbindymgslinie jener unendlich nahen t)unkte - -  und einer Curve 
3 (n - -  1) 2 - -  2 re, Or&~eang bestehen.*) 
Bezeichnet man daher mita die Anzahl der Paare unendlich naher 
sing/xl~rer Punk~e, mit 7 die Zahl derjenigen singulgren Punkte, in 
denen die conische Polare unbestimmt wird, endlich mit 6 die Zahl 
*) Ein analoger Satz gilt ffir die S~e iuer ' sohe  Curve einer ebenen Curve 
mi~ Rfiekkehrpunkt. 
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anderweitiger Doppelpunkte der Hesse 'schen Curve, so sind die drei 
ersten Zahlen durch folgende zu erse~zen: 
Classe ~-- (n q- 1) (n - -  2), 
0rdnung ~ 3 (n - -  1)'z - -  2 ~, 
1 (7n- -18) (n - -1 ) - -a~27~(~ , Geschlecht ~ ~- 
aus denen sieh dann die tibrigen berechnen lassen. 
Die Wendetungenten der S te iner ' schen  Curve sind zugleich 
doppelt station~re oder Undulutionstangenten des Systems und Tan- 
genten der Hesse 'schen  Curve. Beide Curven haben daher ein 
reducibeles System gemeinsamer Tangenten. 
Auf demselben Wege ergeben sich aber die Charaktere der yon 
den Wendegeraden umhfillten Curve 2: 4. Denn die Zahl der Dureh- 
sehnittspunkte der Curven 
0 A 0 
ffir beliebige Werthe dery  ist gleich der Anzahl der Wendetangenten 
des Systems vermehrt um die Zahl der Wendegeraden: welehe dutch 
einen willkiirliehen Punkr y gehen, mithin der Summe der Classen 
yon 23~ und 2: 4. Und damit ergeben sich folgende Charakteristiken 
yon 2:~; 
Classe ~ (n ~ 1) (2 n ~ 3) -~ 2, 
Ordnung ~ (l 1 n --  13) (n-- 2), 
Rtickkehrpunkte ~--- 9 (n -- 1) (3 n --  7), 
Wendepunkte ~ 0. 
Gemeinsame Punkte der Curven 27t, 2;:2, ~ sind zuniiehst die n : - -n+ 1 
singul~ren Punkte des Systems. In dieser aber hubert sie, wie man 
aus ihrer Entstehung und aus ihrer eindeutigen Zuordnung zur I-I e s s e'- 
sehen Curve folgert, Doppelpmlkte. Ueberhaupt gilt der Satz: 
Die Curven 2;i, 2~, 22:~ und die Hesse'sche C~rve haben in 
den singul~iren Pu@ten Dopl~elpunk~e mi~ gemeinsamen Tangenten- 
richtungen. 
Um dies z. B. ftir die Cay ley 'sche  Curve zu beweisen~ differentiire 
man die Gleichungen: 
~. j  y~ = 0, 
dem einen Aste der Hesse 'schen Curve fort- wi~hrend man auf 
schreitet~ so dass: 
~ dy~ fik ~ fi~ Yi dx: -~ O, 
~ fi~dx~ dxk ~ O. 
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Setzt man nun ftir yi die &~ so ergieb~ sich: 
dyif,.~ - (h,  + fl~) dx, = o, 
and hieraus durch Multiplication mit den dx~ und Addition: 
.~  dy idxk f~= 2 .~ fk, dxkdx,-----O. 
Da sich die Incremente dyi linear aus den beiden Tangenten- 
richtungen dxt  und dxk, des Doppelpunktes der Hesse 'schen Curve 
zusammensetzen lassen, 8o hat man: 
dy, -~ adx,  -k fldx}. 
Setzt man diese Werthe in die eben gefnndene Gleichung ein~ so 
ergiebt sich /~ = 0~ mithin wird 
dyi ~--- adx~. 
Die drei Curven haben aber eine Reihe wei{erer Punkte gemein. 
Wenn niimlich Xj und 2~ a einen entsprechenden Punkt gemein haben, 
so muss zufolge der oben bewiesenen Doppelverhgltnissrelation auch 
2:~ durch denselben Punkt gehen. Um die knzahl dieser Punkte zu 
bestimmen, hat man zu untersuchen, wie of~ die 60 le ichungen:  
.~y i l~k=O,  .~y i f==O,  k=1,2 .3  
gleichzeitig bestehen kSnnen. 
Man erhfilt aus ihnen abet 
Y, : Y', : Y3 m_ f23 --  f3= : fal - -  fJ3 : [,2 -- f2," 
Jene gemeinsamen Punkte sind also durch das gleichzeitige Be- 
stehen der Gleiehungen: 
L,  = f , ,  ( f~  - -  &)  + &(g ,  - -  &) 
L= = t~, (Sa - -  fa=) + s  - -  f,a) 
L3 ~--- f.3, (/;a - -  fin=) q- fa= (5, --  f~a) 
charakterisirl, aus denen die 
L,'  = ti,(f~,~ -- fa.,) + f~, ( f~, - / in )  
L2' =/;2(/~a - -  fa2) + f~,(/~, -- f,8) 
La" = 118(f~a - -  1:3~) -+- f,a(5, - - / ;a)  
sich ergeben. A usserdem ist: 
+ f,~(f,, - &)  --- o, 
+ f,~(f,, - f,,) = o., 
+ f,..~ (5= - h,) --  o 
Gleichungen : 
+ f~,(f,~ - &)  = o, 
+ fa3(f,~ - -  f2,) = 0 
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also identisch Null. D~ ferner die Curven L jeden singul~ire'n Punkt 
einfach gemein hubert, so ergiebt sich a]s Zahl der gemeinsamen 
LSsungen : 
4 (n - -  1) ~-2(n -1)  q -1 -  (n 2 -nq-1)~- -3 (n -1) (n -2 ) .  
Man zeig% ferner, dass den Curven 22~, X a kdne RtickkehrpunMe 
zukommen kSnnen. Denn Doppelpunkte derselben entstehen dadurch, 
dass zu zwei verschieden Punkten A~, -4~ der Hesse'schen Curve 
ein und derselbe Punk~ a jener Curven gehSrt, tl{iekkehrpunkte kiSnn~en 
aber nur dadureh mJts~ehen, dass 211 und A 2 unendlich benachbart 
sind. Dann aber ist a gleiehzeitig ein Punkt der Ste iner 'schea 
Curve, und es kSnnten etwaige tliickkehriounkte nur zu den soeben 
bestimmten Punkten gehSren. Audermseits aber sieht man direct, 
dass ftir diese die Bedingungen eines l~ttekkehrpunktes noeh nieht 
erfiillt sind. Man hat daher den Satz: 
Die drei Curven 2;1, 2?2, X 3 haben ausser den gemeinsamen singu- 
15ten Punkten noch 3(n ~ 1) (n -  2) gemei~same Beri&rungspunkte 
und ferner: 
Die Curven 2~:, 2~ werden yon den Wendetangenten der Ste iner ' -  
schen Curve beri&rt. 
Endlich hat man Ms Charakteristiken der Curven 222, 2~a: 
Ordaung ~ 3(n -- 1)2, 
I (7 n - -18)  (n ~ l)  Geschleeht ---- ~ 
Riickkehrpunkte ~ 0, 
Klasse = (13n - -  11) (n ~ 2), 
9 2) 2) + I], Doppelpunkte = n 2 - -  n q- 1 -+- 
Wendepunkte = 3(10n 2 -- ,B1 n q- 19) etc. 
Es verdient hervorgehoben zu werden, dass mehrere der oben be- 
sbimmten Zahlen ftir die S~einer'sche Curve sieh auch direct ana- 
lytisch herleiten lassen. Zu~bichst erhiilt man die Gleiehung dieser 
Curve in Liniencoordi~aten; sie ist die in Bezug auf ~ gebildete Discri- 
minante der Gleichung: 
falls an Stelle der xi die x~-~-~Yt gesetzt werden. Die Gleichung 
dieser Ourve in 2Junktcoordinaten ist, wie schoa Herr L indemann*)  
bemerkt, die Discriminunte der Form Z~E~ ~---0, in dem Sinne, dass 
*) ~. a. O. p. 1005. 
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gleich Null gesetzten der- die l~esultante der Differentialquotienten 
selben gebildet wird. 
Ein willk~irlicher Punkt y auf der Tallgente des Systems im 
Punkte x, etwa derjenige, welcher durch die Gerade 
{Zy~ 0 
ausgeschnitten wird, hat die Coordinaten: 
y~ ~ F~ a~ - -  x~ ~ ai F , ;  
dieselben k~nnen also iiberhaupt in der Form 
y~ ~ ~xi ~ v Fi 
dargestellt werden. Ferner ist die Gleichung der Tangcnte im Punkte x 
~ u~ F~ ~ 0 
und die n -- 2 Punkte, zu denen dieselbe wieder als Tangente gehSrt, 
erh~ilt man, wenn man in dieser Gleichung an Stelle yon x zuerst 
x -~- )ty und dann an Stelle von y die Coordinaten irgend eines Punktes 
der Tangenle eintr~gt. Dies kommt, wie man sieht, darauf hinausj 
dass an Stelle yon y einfach F, an Stelle yon x aber ~x -~- vF  ge- 
schrieben wird. Man erhi~lt so zur Bestimmung jener n -- 2 Puakte 
die Gleiehung: 
Xl X2 X3 
s=o= F, 
wobei :
' n-:,__ ~Fl-~ik, -4- . . . .  
Damit also im Punkte x eine staiioni~re Tangente stattfinde, muss 
der Factor yon Q~-~ in S versehwinden, oder: 
X t X 2 X3 
sein. Dies ist die Gleichung der Hesse'sehen Curve. Und die Stellen, 
in denen die stationKre Tangente zur Undulationstangente wird, sind 
dutch das Bestehen der weiteren Gleichung: 
X 1 X2 X 3 
Ft~ F~ F3k~ 
=0 
charakterisirt. Berticksichtigt man, dass die Curven A ~-= 0 und U=- 0 
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in den singul~ren Punk~en Doppelpunkte mit gemeinsamen Tangenten- 
richtungen haben, so erh~lt man als Zahl der Undulationstangenten, 
wie oben :
3 (n - -1 ) (4 , - -5 ) - -  6(~ 2 -  n -~ 1) = 3 (n -- 3) (2 n -- l ). 
Und soll endlich eine Gerade Doppeltangente der Ste iner 'schen 
Curve werden~ so muss die Discriminante der Gleichung S ~0 in 
Bezug auf e, nachdem die (]lieder mi te  ~-1 und O ~-~ entfernt sind, 
versehwinden. Diese stel|t eine neue Covariante vor, welche die 
Hesse 'sche Curve ausser in den singuli~ren Punkten in den Punkte- 
paaren schneider, welehe zu Doiopel~angenten Veranlassung geben. 
Eine einfache Betrachtung dieser Discriminante zeigt, dass dieselbe 
yore Grade (n - -4 )  (4n- -5 - [ -n  ~ 1) ist, und dass yon der 
Zahl ihrer Schnittpunkte mit der ttesse'schen Curve: 
- 1) - 4)  § - 4)  
fiir die singul~ren Punkte 2(2n -~- 3) (n - -  4) (n 2 -- n -J- 1) abzuziehen 
ist, wonaeh sieh die doppelte Zahl der Doppel~angenten rgiebt. 
Die Cay ley ' -S te iner ' sche  Curve steht endlleh in merkwiirdiger 
Beziehung zu einer Reihe yon Curveasystemen sehr allgemeiner Art. 
Schreitet man niimlieh yon einem Punkte P, dem die Tangente A zu- 
gehSrt~ nach seinem benachbarten Pankte /)' fort, so dreht sich die 
zu P' gehSrige Tangente um einen auf A liegenden Punkt Q. Die 
_Punkte Q entsprechen projectiv dem Strahlbiisehel PP ' .  Aber diese 
Proiectivit~it wird sine specielIe, wenn P ein Punkt der Hesse'sehen 
Curve ist. Somit hat man: 
Die Tangente jedes Punlctes, weleher einem _Punlcte I ) der Hesse ' -  
schen Curve 5enachbart ist, gem dutch den zu t ) gehSrigert _P~tnkt tier 
Caytey '  schen Curve. 
Der analytische Beweis dieses Satzes ergiebt sich daraus, dass 
die Gleichung einer zur Tangente in x unendlich benachbarten 
Tangente ist 
and dass diese Gleichung bei be]ieb/gen dx~ erfiillt is~, sobald x ein 
Punkt der Hesse'schen und z der zugehSrige Punkb y der Cayley' -  
schen Curve ist. 
Es sei nun eine Curve m. Ordnung C~ gegeben, welche durch 
die singulilren Punkte des Systems im ganzen mit a Zweigen hin- 
durehgeht. Die den Punkten yon C,~ zugehSrigen Tangenten des 
Systems umhiillen eine Curve F. Die Classe yon f" ist am -- a, denn 
sie ist gleich der Zahl der eigentliehen Schnittpunkte yon C~ mit der 
n. Polare eines beliebigen Punktes y. Die Ordnung yon [" ist gleich 
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der Zahl der Careen in einem Bilschel yon n-Polaren, welche die Cm 
beriihren, die Anzahl ihrer Doppel- and Rtickkehrpunkte gleieh tier 
Anzalfl der Polaren, welche C,~ doppelt beriihren, resp. osculiren. 
Diese Zahlen kann man absr auf anderem Wege bestimmen. 1)as 
Geschlecht yon [" ist niimlieh gleich dem Geschlechte 19 yon C,,, and die 
Zahl der Wendetangenten yon I- ist gleich Null, falls nicht C,~ die 
Hesse'sche Curve in einem Punkte durehsetzt, we C~, zugleieh die 
diesem zugehSrige Tangente berfihrt. Es ist daher z. B. die Ordnung 
yon g gleieh: 
2p + 2 In to -  - -  l]. 
I)a nun Cm die Hesse'sche Curve in 3 (n -  1)m ~ 2a Punkten 
trifft, so hat man in Yerbindung mit dem obigen Satze: 
Jede Curve [" berghrt die Cayley'sehe Curve in 3(n -- l) m -- 2a  
t)unkten, hat abet mit derselben 
(n-I- 1)(n-- 2)(r im--a)--  6(n-- 1) m-~-4a 
weitere Tangenten gemein. 
Ist insbesondere Cm eine Gerade, welche durch keinen singuli~ren 
Punkt geht, so ist [" eine rationale Curve n. Classe, 2(n -- 1). Ordnung 
und die soeben bestimmte Zahl wird 
(n - -3 )  [(. + - 31. 
Sis giebt die Ordnung der Curve an, welehe yon den n ~ 3 auf  
jeder Tangente der Cayley'schen Curve befindlichen Punkten ge-  
bildet wird, in denen diese wieder Tangente des Systems ist*): 
. 
Usbsr algsbraisohs Intsgrals dsr algsbraischen Diffsrentialglsichungen 
erstsr Ordnung ersten {)radss. 
Im Folgenden soll es sieh um (lie Eigensehaften algebraischer 
Integrale einer solchen Differentialgleichung handeln. Natiirlich kann 
aus rein geometrischen Untersuchungen keine Entscheidung fiber die 
Frage gewonnen werden, warm iiberhaupt particul~ire Integrale dieser 
Art auftreten. Aber fiir das Verhalten eines solchen Integrales zu 
den singuliiren Punkten der Differentialgleichung lassen sich einige 
s~itze aufstellen, welche bei der geringen Kenntniss~ die man yon den 
*) Das System der Careen [- f/ir m ~ 1 is~ bereits yon Herrn L indemann 
betrachte~ a. a. O. p. 1006. Aus der im Texte ausgesprochenen Eigenschaft tier 
Cayley'sehen Curve ergeben sich ebenfalls unmittelbar die weiteren p. 1OO6 
ausgefiih~t~n Betrachtungen. 
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algebraischen Integralen fiberhaupt hat, vielleichr nicht ganz ohne 
Interesse sind. 
Da die Hesse 'sche  Curve der Or~ der Inflexionen der integral- 
curven ist, so hat man zun~ichst: 
_Particul~ire lineare Integrale der Differentialglcichung sind als 
Factoren in der Hesse'schen Determi~ante derselben enthalten. Der 
Satz kann nieht umgekehrt werden, da ]a auch dm Wendungspunkte 
des zu der Differentitdgleichung gehSrigen Systems auf Geraden sich 
befinden kSnnenX)~ mall kann iha indess benutzen~ um welligstens 
alle linearen ]ntegrale zu finden. 
Es mSge nun vorausgesetzt werden, dass die singul~ren Punkte 
einfach sflld, dass in denselben keine Ullbestimmthei~ der conischen 
Polare stattfindet, und auch im Allgemeine~l keiae zwei unendlich 
benachbart sind. Nun gilt offenbar der Satz: 
Woman in einem singul~iren _Punkte nicht mehr als ~wei ~ngulgre 
Richtungen existiren, so sind sie zugleich Tangenten der yon demselben 
ausgehenden I tegralcurven. 
Derselbe gilt im Allgemeinen nicht mehr, wean die conische 
Polare unbestimmt wird. Dann si~ld zun~chst drei singul~re Rich- 
tungea vorhanden, abet diese siad nur die Tangenteu solcher Integral- 
curven, welche mit Inflexioaen dutch diesen singuliirelJ l)unkt gehea, 
w~hre~Jd ausserdem in jeder beliebigen [r Integralcurven durch 
denselben laufen kSnnen. Ein Beispiel fiir diesen Fall liefert die 
lineare Differentialgleichung eines Kegelschnittbtischels, (lessen H e s s e ' -  
sche Curve aus den 6 in dem Biischel enthal~enen Geraden besteht; 
die Grundpunkte des Bfischels sind dann singuliire Punkte der 
ebea gena~mten Art. - Es habe nun die Differentialgleichung 
ein particul~ires oder allgemeines algebraisches Integral _p. Oral- 
hung, q. Classe~ welches in "den singul~ren Punkten vielfache 
Punkte besitzt, deren Multiplicit~t" im Ganzen durch a bezeichnet 
werden mag. Da die Berfihrungspunkte der yon einem Punkte 
y gezogenen Tangenten auf der n Polare yon y liegen~ welche 
*) Ein Beispiel hierfiir findet sich in dem Aufsatze des fterru Darboux 
a. a. 0. p. 126. In Bezug auf das Zerfallen der ftesse'schen Curve finden fiber- 
haup~ noch besondere Umst~nde start; so namentlich in dem yon Herrn Darboux 
behandelten Falle n ~ 3. Finder hier z. B. eine Unbestimmtheit der eonischen 
Polare start, so sind dm drei smgul'~ren Richtungen des betreffenden Punktes 
~ugleich In~egralcurven, mithin zerf~llt die Hesse'sche Curve dann in drei 
Gerade und eine Curve drifter Ordnung. And ererseits kann ~'iberhaup~ dieH e s se'- 
sche Curve i~ einem nicht singul~ren Punkte hie einen Doppelpunkt haben, ohne 
zugleich zu zerfallen. Denn Doppelptmkte derselben geben zu Undulationspunk~en 
yon Integ~aleurven u ffir n ~ 3 bedingt abet das Aaf~reten eines 
solchen Punktes immer ein geradliniges Integral. 
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dutch jeden singul~ren Punkt einfach hindurchgeh~ so hat man die 
Relation *): 
( i )  np - -  a = q. 
Von den zahlreiehen Folgerungen aus dleser allgemeinen Gleichung 
seien einige erwKhnt. 
F t t rp~l ,  q~0 folgt a - - -n .  Mithin: 
Jedes (parffeul~ire) lineare Integral muss dutch n singul&'e _Punkte 
gehen. 
Und umgekehrt folgt der Satz des Herrn Darboux:  
Befinden sich n singuliire Punkte auf einer Geraden, so ist die- 
selbe ein Integral der JDifferentialgleichung. Denn auf einer Geraden 
k5nnen sich iiberhaupt nur n -  1 Punkte befinden, in denen sie 
Tangente des Systems ist; geht sie abet dutch ~t singul~re Punkte,  
so ist sie in n Punkten also in allen Tangente des Systems, mithin 
eine Integralcurve. 
Ebenso hat man flir p -~- 2 , g ~ 2, a ~ 2 (n --  1). 
Jede Integralcurve zweiter Ordnung muss dureh 2 (~- -  1) singze- 
Mre _P~nkte hi~Murchgehen. 
Nach Herrn Darboux  k5anen nie mchr als np singul~re Punktm 
sich auf einer nich~ zerfallenden Curve s Ordnung betinden. '2n - -  1 
slngul.~re Punkte k5nnen auf einem Kegelschnitt liegen~ ein solcher 
kann dann nieht Integraleurv~ sein. 
Endlich hat man ffir q--~-~p(p-- 1): 
Eine Inteqraleurve ohne singuliire t~unkte muss stets dutch 
a ~-p(n  - -p  + 1) 
singulSre _Punkte tier Di]7"crentialgleichung hindurchgehen. 
Von grSsserem lnteresse rscheint der folgende Satz: 
Jedes particuliire algebraisehe Integral muss mindestens dureh n 
verschiedene singul~ire I~unkte der Differentialgleichung gehen. 
Dean es sei ep ~ 0 ein solches vom/)t~n Grade; wie Herr Darboux  
bemerkt, muss dann die Identifier 
Z q0~ F~ = K9 
bes~ehen, in welcher K eine ganze homogene Function n -- 2 t~ Grades 
sein wird. Nun ist ffir jeden singuls Punkt 
*) Eine diesor nahe verwandbe ist auf analytischem Wege ffir partieul/~re 
Integrale yon Herrn Darboux hergeleitet (a. a. O. p. 87), doch liefert dieselbo 
nur eine untere Grenze ffir die Zahl ~. Ffir den Fall, d~ss zwei singul~re Puakte 
unendlich benachbar~ sind, berfihrt jede Polare die zugehfrige si~gul~re Rich- 
tung; da nun die Integra~eurve m~glicherweise Zweige besitzen kann, welehe 
diese Rieh~ung wieder in speeieller Weise zur Tangente haben, so kann dm l~e- 
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.E~ ~ ~X~, 
also wird lo,%rp ~ Kcp. Ffir diejenigen singul~ren Punkte, in denen 
cp nich~ verschwindet, nmss daher die Gleichung besteben: 
K= ~p. 
Die 3 Curven: 
g,~ = pF i  - -  Kx i  -~- 0 
miissen ~]so mindestens (lurch alle nich~ auf 9) gelegenen singuliiren 
Punk~e hindurchgehen; enth~l~ q) n -  a derselben, so miissen die 
fibrigen 
(n -- Ip  + 
siimmtlich dem System der Curven n ~ 1. Grades ~ angehSrea. 
Dana aber mtissen dieselben eine Curve M gemeinsam haben, so class 
Mithin haben auch die f~. den gemeinsamen Factor M, was einer 
selbstverstiindlichen Voraussetzung widersprichr Damit ist bewiesen, 
dass a Null oder negativ sein muss. Ich erw~hae die Folgerung: 
ZTn particul~ires algebraisches Integral ohne Singularitgten ist 
h6chstens yon der n ~" Ordnung. Dass dieser Grad auch wirklich er- 
reicht werden kann, zeigt die Betrachtung der Differe,tialgleichung 
eines Curvenbfischels yon der Form cp + ~t(a~)~ 0, wo a, eine 
lineare Function ist. 
Ein purticul~res Integral i0ter Ordmmg gehe ~un durch a singul~re 
Punkte so hindurch, dass in dem /ten derselben e; Zweige eine der 
singu]~iren Richtungen beriihren, durch fl weitere so, dass in dem 
i t~. derselben ach den beiden singul'~ren Riehtungen je d; und (~c fuche 
Zweige vorhanden sin& Dabei mSge angenommen werden, dass ein 
' ki(k~ 1) ki-facher Punkt mi~ zusammenfallenden Punkten f [ i r~  
Doppelpunkte und k~-  1 l%iickkehrpunkte zu rechnen ist. Die l%ela- 
tion 1) geht dan,,, wenn man das Geschlecht der Curve durch P be- 
zeichnet, in die folgende fiber: 
(2) ~ + 2~ =p(~ - ~) - 2 (2  ) - 1). 
Und da u+f l>n,  so folgt: 
~ v(~ - 2) - n - 2 (P -  1). 
Die Gleichung (2) kann man auch durch Betrae.htung der t Iesse ' -  
schen Curve gewinnen. Da n~imlich die ]nflexionspunkte d r Integral- 
eurven sich in den nicht nothwemlig in den singul~ren Punkten be- 
findlichen Sehnittpunkten mit der ttesse'schen Carve des Systems 
befinden, so erhglt man vermSge der Pl i icker 'schen Formeln eino 
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Relation ftir die Anzahl dieser Punkte, welche mit der abgeleitefen 
(2) tibereinstimmt. Diese Uebereinstimmung finder aber nicht mehr 
start, wenn unter den singul~iren Punkten sich auch unendlich nahe 
Paare befinden, da die Hesse'sche Curve in den singul~iren Pankten 
dana nur eine der singuli~ren Richtungen beriihrt. Man erhglt also 
wirkiich zwei verschiedene Relationen fiir das Verhalten einer Integral- 
curve; ich theile dieselben icht mit, da die Bedingungen ihrer An- 
wendbarkei~ sich nicht unmittelbar iibersehen lassen. 
Dresden,  im Juli 1883. 
